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El método de los elementos finitos o MEF es una herramienta muy potente para 
el cálculo aproximado de todo tipo de problemas de los cuales no se conoce la solución 
analítica o ésta tiene una complejidad demasiado grande como para ser tratada 
directamente. Específicamente, en el campo del cálculo de estructuras tiene una gran 
variedad de aplicaciones y es un método ampliamente utilizado en la actualidad. 
En el mercado es posible encontrar una gran cantidad de aplicativos y programas 
comerciales de cálculo de estructuras. Suelen ser programas de una gran calidad y con 
un amplio repertorio de funciones, pero también son programas pesados, propietarios, 
de alto precio y herméticos. El hermetismo del software propietario no permite la 
adaptación del programa a las necesidades del usuario, ni la lectura del código fuente. 
Un estudiante no puede entender el funcionamiento de este tipo de programas, no puede 
aprender de él, ni un investigador puede modificarlo para adaptarlo a las necesidades de 
su trabajo, o emplear nuevos métodos para el cálculo. 
Así, siguiendo la filosofía del código libre o Open Source que ha proliferado en 
todo el mundo en los últimos años, especialmente en el ámbito de la ciencia y la 
ingeniería, en este trabajo se crea un programa con interfaz gráfica de cálculo de flexión 
de placas mediante el método MEF, y usando el elemento finito DKT para el cálculo. El 
programa se desarrolla usando el paradigma de programación orientada a objetos, que 
presenta mejoras en relación a la programación procedimental clásica con lenguajes 
populares como Fortran, mejorando la modularidad, el orden, la legibilidad y la calidad 
en general del código. 
El presente documento contiene toda la formulación necesaria y fundamento 
teórico del Método de los Elementos Finitos, así como del elemento finito DKT. Se 
muestra detalladamente el funcionamiento del programa, su estructura y el proceso de 
desarrollo del mismo. Finalmente, se comprueban los resultados, la precisión y la 
convergencia sometiéndolo a una serie de problemas de referencia y patch test. Se 
adjunta, asimismo, el código fuente del programa para su libre descarga y uso. 
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Finite Element Method is a powerful tool to get an approximate solution of 
many kinds of problems which analytical solution is unknown or impossible to calculate 
directly. Specifically, in the structures field this method has a wide variety of 
applications and is commonly used nowadays. 
There is a vast amount of programs and desktop applications for structure 
analysis. Most of them are high quality software with a wide amount of features. 
However, most of these software are heavy, expensive and proprietary. Since this kind 
of programs cannot be modified or adapted to the user’s needs, nor the source code can 
be read in any way, it does not suit the needs of some users. For instance, a student 
cannot learn from it, and a investigator cannot modify it to exactly match his needs. 
Therefore, following the Open Source philosophy that is becoming more popular 
every day, and that fits perfectly in the engineering and science fields in general, the 
major objective of this thesis is to create a user-friendly graphical software in Matlab® 
for plate solving using FEM methodology, and introducing the DKT finite element. The 
program is developed using object oriented programming. OOP provides a better way of 
organizing the code and making the program easily modifiable and more structured, in 
comparison with “classical” procedural programming languages like Fortran. 
This document provides all the necessary formulation and theoretical 
background for the development of the software (MEF methodology and DKT 
Element). Furthermore, the whole development process is shown, as well as the final 
structure of the program and its functioning. Finally, several tests and patch tests are 
carried out in order to check the quality of the results given by the final software, and to 
check the convergence of the solution. 
The source code of the program is linked at the end of the document, and it is 
provided next to this document too.  
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2. INTRODUCCIÓN Y OBJETIVOS 
En esta tesina se pretende desarrollar un programa con interfaz gráfica en 
Matlab® de cálculo de flexión de placas usando el Método de los Elementos Finitos 
(MEF). El texto se estructura en tres partes fundamentales:  
La primera es una introducción teórica a los conceptos que son de interés para el 
desarrollo de este programa, es decir, a la teoría del MEF aplicada a la flexión de placas. 
Se estudia la metodología general del MEF y las dos principales teorías en el cálculo de 
placas, la teoría de Kirchhoff para placas delgadas y la teoría de Reissner-Mindlin para 
placas gruesas. A continuación se introduce el peculiar elemento finito combinado que 
se ha escogido para la realización del programa; el elemento DKT. 
La segunda parte expone todo lo relacionado con el programa creado y su 
desarrollo. Se introduce su funcionamiento de cara al usuario final, con explicaciones de 
sus características y de los diferentes elementos con los que interactúa el usuario. Se 
determina asimismo como se estructura internamente el programa, y el procedimiento 
lógico que se sigue para obtener los resultados. En cualquier caso, se ha considerado de 
vital importancia dar explicaciones lo más inteligibles posible y dotar al programa de 
una estructura lógica, con sentido y razonable, para facilitar en gran medida la extensión 
de este software futuro.  
La tercera parte se compone de una serie de tests y problemas ejemplo que 
pretenden poner a prueba la robustez y la corrección del programa desarrollado, así 
como su convergencia, analizando posteriormente los resultados. 
El objetivo principal de esta tesin es ofrecer una herramienta útil, sencilla, 
práctica, inteligible, adaptable y ampliable para el cálculo de placas. A diferencia de la 
mayoría de programas propietarios, que tienen una gran cantidad de funciones, pero son 
pesados, caros y herméticos, en este programa se apuesta por la transparencia total. 
Siguiendo las premisas del código libre o Open Source, el programa puede ser leído, 
adaptado, modificado o ampliado por cualquier usuario. 
Esto la convierte, primeramente, en una gran herramienta para su uso 
pedagógico y para su introducción en las aulas. Gracias a la filosofía abierta con la que 
el programa ha estado concebido, se puede adaptar fácilmente a las necesidades del 
usuario, o ampliar según convenga.  
Por lo tanto, en segundo lugar, resulta una herramienta idónea para todo aquél 
que quiera usarla para trastear o crear sus propios experimentos e investigaciones, como 
se ha estado haciendo en la comunidad caminsMakers de la Universitat Politècnica de 
Catalunya, con la cual he estado trabajando paralelamente durante la realización de esta 
tesina. En general, cualquier usuario que requiera una herramienta de este tipo 
fácilmente adaptable y reprogramable a sus necesidades, encontrará gran utilidad en este 
programa.  
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3. ESTADO DEL ARTE 
 El Método de los Elementos Finitos es hoy en día una herramienta ampliamente 
utilizada en muchos campos de la ingeniería. Su creación puede remontarse alrededor 
de 1950, como un método que se originó de la necesidad de resolver problemas de 
elasticidad y análisis estructural en ingeniería civil y aeronáutica [1]. No obstante, no 
fue hasta 1973 en que Strang y Fix [2] aportaron la base matemática rigurosa del MEF. 
Desde entonces, la popularidad del método no ha dejado de crecer. 
El MEF es un método robusto ideado para su aplicación en programas 
informáticos. Proporciona un algoritmo claro e invariable que consta de un elevado 
número de operaciones, lo que lo hace idóneo para su implementación computacional. 
Desde sus comienzos, por lo tanto, el MEF siempre ha estado relacionado con paquetes 
de software que lo implementaban. 
Actualmente, existe un elevado número de programas que implementan el MEF 
para resolver problemas de ingeniería. Existen tanto programas de código libre (Open 
Source) como programas comerciales propietarios. La mayoría de programas de código 
libre operan bajo la licencia GNU GPL, y algunos de sus ejemplos son: Agros2D, Code 
Aster, DUNE o Z88. Existe una gran cantidad de programas comerciales propietarios, 
aquí se muestran algunos: Abaqus, ADINA, Advance Design, ALGOR, RFEM, S-
FRAME, SAP2000, VisualFEA. Para una revisión exhaustiva de los paquetes de 
software disponibles actualmente, consultar [3]. 
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4. MÉTODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS 
 El método de los elementos finitos es una potente herramienta para el cálculo de 
estructuras y en general cualquier problema de naturaleza continua en ingeniería y 
física. La facilidad de programación de este método en ordenadores y su adaptabilidad a 
gran cantidad de problemas (de diferente tipo y complejidad), lo convierten en el 
método numérico preferido de cálculo en muchos ámbitos.  
A continuación se presentan, de forma superficial, algunas de las características 
básicas del MEF enfocadas a su aplicación para el cálculo de flexión de placas planas 
(que es la finalidad de esta tesina). Por lo tanto, el objetivo de este apartado es poner al 
lector en el contexto del espacio de trabajo de esta tesina. Para una revisión más 
exhaustiva se recomienda consultar la gran cantidad de bibliografía que existe sobre esta 
metodología, como [4], [5], [6], [7], [8] y [9]. 
4.1. INTRODUCCIÓN AL MEF 
La mayor parte de las estructuras en ingeniería son de naturaleza continua y 
tridimensional de forma inherente. En algunos casos, no obstante, su comportamiento 
puede describirse adecuadamente por modelos matemáticos uni o bidimensionales. Así 
ocurre, por ejemplo, con problemas de flexión de placas, en los que el análisis se limita 
al estudio de la deformación del plano medio de la placa. 
Dado un problema estructural, normalmente se desea conocer el campo de 
desplazamientos, de deformaciones y de tensiones en cualquier punto del dominio. Para 
ello, según el MEF se divide el dominio en subdominios (elementos finitos) y se forma 
una malla con una cantidad discreta de elementos finitos, bordes y nodos. 
4.2. ECUACIÓN INTEGRAL DE EQUILIBRIO 
De las relaciones entre desplazamientos, tensiones y deformaciones, el problema 
matemático se formula como un equilibrio entre el trabajo efectuado por las fuerzas 
internas que se generan por la deformación elástica del cuerpo y las fuerzas externas que 




dA ubdA utds u q          (4.1) 
La resolución analítica de la integral es, en general, imposible, y para ello se 
realiza una aproximación discreta del problema 
4.3. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA DISCRETO 
Se considera obtener una solución correcta del problema en ciertos puntos 
únicamente (discretización). Es decir, se calcula la solución de desplazamientos, 
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deformaciones y tensiones en ciertos puntos. A partir de estas soluciones, se extrapolan 
los valores a cualquier punto del dominio (aproximación). El planteamiento discreto del 
problema implica los siguientes pasos: 
1) Dividir el dominio en una malla de elementos finitos 
2) Aplicar el Principio de los Trabajos Virtuales para obtener un sistema de 
ecuaciones (4.2). 
3) Una vez aplicadas las condiciones de contorno, resolver el sistema y obtener el 
resultado de los puntos incógnita. 
 K a f    (4.2) 
4.4. LA ECUACIÓN DE EQUILIBRIO DISCRETA 
De los términos del PTV se desea calcular el correspondiente a la matriz de 




dA   (4.3) 
Este término viene definido por todos los elementos que forman la malla, de 
forma que todos ellos deben cumplir las ecuaciones de equilibrio del problema. Por ello, 
se debe plantear para cada elemento la discretización del campo de desplazamientos, 
deformaciones y tensiones. 
4.5. APROXIMACIÓN DEL CAMPO DE DESPLAZAMIENTOS 
Se obtiene el desplazamiento de cualquier punto del elemento interpolando los 
valores de los desplazamientos de los nodos. Se define así la matriz de funciones de 
interpolación o funciones de forma N, y se expresan los desplazamientos como: 
 ( , ) ( , )
eu x y N x y a   (4.4) 
Donde ( , )u x y  son los desplazamientos del punto y 
ea  es el vector global de 
desplazamientos de los nodos del elemento. La matriz de funciones de forma tiene el 
siguiente aspecto general: 
 
 1
( , ) 0













  (4.5) 
Las funciones de forma cumplen las propiedades siguientes: 
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( , ) 1     si     
( , ) 1     si     




N x y i j





  (4.6) 
4.6. APROXIMACIÓN DEL CAMPO DE DEFORMACIONES 
La expresión discretizada del vector de deformaciones se obtiene como 














  (4.7) 



























        
 
 
  (4.8) 
4.7. APROXIMACIÓN DEL CAMPO DE TENSIONES 
A partir de la relación constitutiva entre tensión y deformación es fácil deducir la 
expresión discretizada del campo de tensiones. 
           D DBa       (4.9) 
4.8. CÁLCULO DE LA MATRIZ DE RIGIDEZ 
De los términos del PTV se desea calcular el correspondiente a la matriz de 





dA dA      (4.10) 
Se debe realizar la integral sobre cada elemento de la malla, y sustituir la 
expresión global por su correspondiente elemental discretizada. Para un elemento 
genérico se tiene (4.11), y se calcula entonces la integral con técnicas numéricas o 


















   (4.11) 
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Las matrices de los elementos pueden entonces ensamblarse para formar la 
matriz de rigidez global de la estructura. Según la numeración global de los nodos del 
sistema, el coeficiente ijk  de la matriz del elemento se coloca en la posición ij de la 
matriz global de rigidez de la estructura. La matriz global es una matriz cuadrada y 
simétrica que está compuesta por m x m submatrices, donde m es el número total de 
nodos de la estructura. El tamaño total de la matriz es mg x mg, donde g es el número 
de grados de libertad de cada nodo. 
4.9. DISCRETIZACIÓN DE LAS FUERZAS EXTERNAS 
Del PTV se desea calcular el término correspondiente al vector de fuerzas. 
 i i
iA s
ubdA utds u q       (4.12) 
Este término engloba todas las acciones externas que actúan sobre la estructura: 
cargas de volumen, superficiales y puntuales. 
4.9.1. Cargas de volumen 
Sustituyendo en el término de las cargas de volumen las expresiones deducidas 
de la teoría de elementos finitos (4.13), se obtiene en cada elemento un vector de 
fuerzas de volumen, es decir, un conjunto de fuerzas equivalentes aplicadas sobre los 
nodos. 





ubdA f N bdA     (4.13) 
4.9.2. Cargas de superficie 
Sustituyendo en el término de las cargas de superficie las expresiones deducidas 
de la teoría de elementos finitos (4.14), se obtiene en cada elemento un vector de 
fuerzas de superficie, es decir, un conjunto de fuerzas equivalentes aplicadas sobre los 
nodos. 





utdS f N tds     (4.14) 
4.9.3. Cargas puntuales 
Habitualmente, las cargas puntuales se aplican directamente sobre los nodos del 
elemento, así que simplemente se añade el vector de fuerzas al nodo correspondiente. 
Finalmente, se procede al ensamblaje del vector de fuerzas global de forma 
análoga a la matriz de rigidez. El vector de fuerzas global está compuesto por m 
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subvectores. El vector de fuerzas del nodo i se coloca en la posición i del vector de 
fuerzas global. 
4.10. OBTENCIÓN DE LA SOLUCIÓN 
Finalmente, se calcula el sistema de ecuaciones considerando las restricciones 
aplicadas sobre los nodos por las condiciones de contorno. Una vez hallados los 
desplazamientos de los nodos, se aproxima la solución de deformaciones y tensiones 
según las relaciones descritas anteriormente. 
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5. PLACAS DELGADAS. TEORÍA DE KIRCHHOFF 
 Se realiza en este apartado y el siguiente una breve aproximación a las 2 teorías 
predominantes de placas: la teoría de Kirchhoff, apta para el cálculo de placas delgadas, 
y la teoría de Reissner-Mindlin, para el cálculo de placas delgadas y gruesas, que es más 
flexible y global pero requiere más cuidado. Se consideran placas delgadas cuando 
espesor ancho 0.1 . Para un análisis teórico más exhaustivo, se recomienda consultar 
las referencias [10], [5], [6]. 
Se define como placa el sólido paralelepípedo en la que una de sus dimensiones 
(espesor) es mucho más pequeña que las otras dos. Se denomina plano medio de la 
placa a la superficie plana equidistante de las caras de mayores dimensiones. Sobre la 
placa actúan cargas exteriores normales al plano medio y momentos con los ejes 
contenidos en dicho plano. 
5.1. HIPÓTESIS FUNDAMENTALES 
La teoría de Kirchhoff de placas se basa en las hipótesis siguientes. 
1) Los puntos del plano medio cumplen 0u v  , es decir, los puntos del plano 
medio se mueven solamente en vertical. 
2) todos los puntos contenidos en una normal al plano medio tienen el mismo 
desplazamiento vertical. 
3) La tensión normal z  es despreciable. 
4) Los puntos sobre rectas normales al plano medio antes de la deformación, 
permanecen sobre rectas también ortogonales a la deformada del plano medio 
después de la deformación. 
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Figura 5.1 Definición geométrica de una placa y convenio de signos. Deformación del 
plano medio [5] 
Por lo tanto, el vector de desplazamientos es (5.1) y, según la hipótesis 4 y como 
se muestra en la Figura 5.1, se tiene (5.2). 
 , ,
T
x yu w        (5.1) 







  (5.2) 
5.2. CAMPO DE DEFORMACIONES, TENSIONES Y ESFUERZOS. 





;     ;      0
2 ;     0;      0
x y z
xy xz yz
u w v w
z z
x yx y
u v w w u w v
z
y x x y x z y z
  
  
   
     
  
      
         
       
  (5.3) 
Se forma entonces el vector de deformaciones independientes de la placa (5.4). 
Dicho vector tiene asociado el correspondiente vector de tensiones (5.5). Ambas 
expresiones se relacionan según (5.6). 
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     
     
   
     
  
  (5.4) 
 , ,
T
x y xy         (5.5) 
 D    (5.6) 





















  (5.7) 
Los esfuerzos de flexión (bending) vienen dados por: 




















































  (5.10) 
Donde se cumplen las siguientes relaciones: 
 
3




D D z     (5.11) 
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6. PLACAS GRUESAS. TEORÍA DE REISSNER-
MINDLIN 
 Los elementos basados en la teoría de placas de Kirchhoff están restringidos a 
placas delgadas y presentan dificultades para encontrar funciones de forma que 
satisfagan los requisitos de continuidad de flechas y pendientes. La teoría de Reissner-
Mindlin permite evitar estas dificultades y es válida para placas gruesas y delgadas. 
Esta teoría de placas se basa en hacer menos restrictiva la hipótesis de 
ortogonalidad de la normal, por lo cual se introduce el efecto de la deformación por 
cortante transversal. Además, los elementos de placa basados en la teoría de Reissner-
Mindlin son más sencillos que los de Kirchhoff ya que sólo precisan continuidad C0. 
Sin embargo, esta teoría de placas presenta dificultades numéricas cuando se aplica a 
placas de pequeño espesor, ya que se obtienen soluciones extremadamente rígidas 
debidas a la excesiva influencia de los términos de cortante transversal. Estos problemas 
se pueden solventar con técnicas de integración reducida o usando campos de 
deformaciones de cortante transversal impuestos, entre otros métodos. 
Esta teoría de placas, debido a su mayor sencillez y mayor rango de aplicación, 
se ha vuelto muy popular con el tiempo en contraposición a la teoría de Kirchhoff. Para 
un análisis teórico más exhaustivo, se recomienda consultar las referencias [10], [5], [6]. 
6.1. HIPÓTESIS FUNDAMENTALES 
Las 3 primeras hipótesis son idénticas a las de la teoría de Kirchhoff (ver página 
17). La cuarta hipótesis se replantea relajando la ortogonalidad impuesta en la teoría de 
Kirchhoff. Así, se tiene que: 
4) Los puntos que antes de la deformación estaban sobre la normal al plano medio 
de la placa, permanecen al deformarse sobre una misma recta, sin que ésta tenga 
que ser necesariamente ortogonal a la deformada del plano medio (Figura 6.1). 
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Figura 6.1 Teoría de placas de Reissner-Mindlin. Convenio de signos para los 
movimientos y giro de la normal [5] 
Se deduce que: 
 
( , , ) ( , )
( , , ) ( , )
( , , ) ( , )
x
y
u x y z z x y
v x y z z x y






  (6.1) 
Así, el vector de desplazamientos se define de forma idéntica como: 
 , ,
T
x yu w        (6.2) 
















  (6.3) 
Es decir, se puede separar el giro en dos términos: primero el debido al cambio 
de pendiente del plano medio, como en la teoría de Kirchhoff. Segundo, se debe al giro 
adicional de la normal al no permanecer necesariamente ortogonal a la deformada del 
plano medio. En otras palabras, los dos giros del vector de movimientos son en, este 




Desarrollo en Matlab de software de cálculo de placas por MEF  
 
Joan Morató Guardia  Página 22 de 88 
 
6.2. CAMPO DE DEFORMACIONES, TENSIONES Y ESFUERZOS 
Partiendo de la definición general de las deformaciones en tres dimensiones 
[10], y según el campo de desplazamientos, se obtiene: 
 
;     ;      0




xy xz x yz y
u v
z z
x x y y
u v
z




    
 
      
   
  
         
    
  (6.4) 
Se puede definir ahora el vector de tensiones no nulas según (6.5), como una 
unión del vector de tensiones debidas a efectos de flexión (bending) y cortante 
transversal. Análogamente, se puede definir el vector de deformaciones asociado al de 
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  (6.6) 


















    
      
    
  
  (6.7) 
Donde las matrices D son las matrices constitutivas de flexión y cortante, que en 
el caso de elasticidad isótropa se escriben como: 
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  (6.9) 
Sin embargo, es conocido que la distribución exacta de las tensiones 
tangenciales transversales no es constante a través del espesor. Para solventar este 
problema, se aplica un coeficiente para que el trabajo de deformación global de la placa 




c c c c
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  (6.10) 
Es normal tomar  5 6  . 
Se demuestra en [10] que el vector de esfuerzos ˆ , compuesto por los esfuerzos 




















    
      
    
  
  (6.11) 
Donde se cumplen las siguientes relaciones: 
 
3
ˆ ˆ     y     
12
ˆ ˆ     y     
b b c c
b b c c
t
D D D tD
z   
 
 
  (6.12) 
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7. ELEMENTO FINITO COMBINADO DKT 
7.1. ELEMENTOS DE PLACA COMBINADOS DK 
Los elementos DK (Discretos de Kirchhoff), se basan en introducir ciertas 
modificaciones en los elementos de placa de Reissner-Mindlin para que satisfagan de 
forma discreta sobre el elemento las condiciones de Kirchhoff. A los elementos de clase 
C0 formulados en base a la teoría de Reissner-Mindlin se les impone, en puntos 
discretos, las condiciones de placa delgada ( 0xz yz   ).  
Esta familia de elementos se usa ampliamente en la actualidad, debido a sus 
buenas características y su versatilidad. Para esta tesina se ha escogido el elemento de 
placa triangular DKT. 
7.2. CARACTERÍSTICAS DEL ELEMENTO DKT 
El elemento triangular DKT fue desarrollado por Striklin y modificado por 
Dhatt. En 1980, Batoz analizó detalladamente su comportamiento y lo formuló [11], 
[12]. 
El punto de partida es el elemento triangular de 6 nodos de Reissner-Mindlin de 
la Figura 7.1. Se somete a las siguientes condiciones de Kirchhoff [10], lo que permite 
convertirlo en un elemento de 3 nodos: 
 
Figura 7.1 Elemento triangular de 6 nodos y elemento DKT. 
 
1) Los giros x  y y  varían cuadráticamente sobre el elemento según (7.1) donde 
Ni son las funciones de forma del elemento triangular de seis nodos de clase C0   
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i ix i x y i y
i i
N N   
 
     (7.1) 
2) La variación de la flecha a lo largo de los lados es lineal. 
3) Se impone una variación lineal del giro normal n  a lo largo de los lados según 






n n n      (7.2) 
4) Las condiciones de deformación transversal nula se imponen en los nodos 
esquina (7.3) y los nodos laterales (7.4), donde s es la dirección del lado que 
contiene el nodo k. De acuerdo con la hipótesis 2 y las funciones de forma se 
obtiene (7.5), siendo lij la longitud del lado ij que contiene el nodo intermedio k. 
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   
 
  (7.4) 
 
3 1 3 1
2 4 2 4
i i
ij ijk i j
w w w
w w
s l s l s
       
         
       
  (7.5) 
5) Para el cálculo de la matriz de rigidez se considera solamente la contribución de 
la flexión. 
De las condiciones anteriores obtenemos que: 
- Las ecuaciones (7.3) y (7.4) proporcionan la relación entre la flecha y los giros. 
- La condición 2 equivale a que la flecha varía de forma cúbica sobre todo el 
elemento. 










 coincide con s  en 3 
puntos de cada lado y se satisface la condición de Kirchhoff ( 0)ws ss 


    a lo 
largo de todo el contorno del elemento. Puede comprobarse que esto justifica la 
exclusión de la energía de deformación de cortante en el cálculo de la matriz de rigidez. 
El elemento se comporta, por lo tanto, como un elemento de placa delgada de 
Kirchhoff. 
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- Se deduce de (7.1) - (7.5) que , , ,w n ssw  


 son continuos a lo largo de los 
lados y el elemento es compatible. 
- La condición de giro normal lineal (7.2) implica que los giros ,x y   varían 
linealmente sobre los lados del elemento. 
Utilizando (7.1) - (7.5) se pueden eliminar los giros en los nodos laterales y 
obtener la interpolación de los giros sobre el elemento, donde U es el vector de 
desplazamientos en los nodos (7.8).  
 ( , ) UTx xH     (7.6) 
 ( , ) UTy yH     (7.7) 
 
1 1 2 2 3 31 2 3
, , , , , , , ,
T
x y x y x yU w w w           (7.8) 
Las nuevas matrices de forma Hx y Hy vienen dadas por (7.9) y (7.10), y pueden 
consultarse en [11]. 
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  (7.10) 
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       donde k = 4,5,6 para ij = 23,31,12
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  (7.11) 
Las funciones de forma N1-6 se presentan en (7.12). Las coordenadas ( , )   son 
la base de coordenadas naturales para el elemento triangular y coinciden con las 
coordenadas de área L2 y L3 del triángulo, respectivamente. La parametrización resulta 

































  (7.12) 
 
Figura 7.2 Coordenadas naturales del elemento DKT 
En el cálculo de la matriz B del elemento intervienen las primeras derivadas de 
las nuevas funciones de forma Hx y Hy según ,  . La matriz B se presenta en (7.13) y 
las derivadas de las funciones de forma se presentan en (7.14) - (7.18). Consultar [11] 
para más información. 
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  (7.16) 
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donde    k = 4,5,6 para ij = 23,31,12
3 / 6
3 /
k ij ij k
k ij ij k
k ij ij ij k
k ij ij
P x l a
t y l d






  (7.18) 
 
Una vez hallada la matriz B del elemento, puede calcularse la matriz de rigidez 
del mismo como (7.19). El cálculo de la matriz puede hacerse con gran precisión usando 
una cuadratura de Gauss de 3 puntos [14]. Estos tres puntos coinciden con las 
coordenadas medias de cada lado según la parametrización ( , )  . Es decir, los puntos 
son {0,1/2}, {1/2,1/2}, {1/2,0} y los pesos son, respectivamente {1/3, 1/3, 1/3}. Se 
calcula la matriz de rigidez según la expresión (7.20). En 1982 Batoz calculó, sin 
embargo, una forma explícita de la matriz de rigidez [12]. De esta forma se obtiene un 
resultado exacto además de reducirse el número total de cálculos (menor coste 









     (7.19) 
        
3 3




j i i j b i jx xx x
i j
K A w w B D B d d     
 
   
      (7.20) 
Una vez obtenida la matriz de rigidez del elemento pueden calcularse los 
momentos y tensiones en los nodos del elemento como se muestra en (7.21). Conviene 
recordar que la transformación de coordenadas naturales a normales viene dada por las 
expresiones en (7.22). 
 ( , ) ( , )bM x y D B x y U   (7.21) 
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7.3. CÁLCULO EXPLÍCITO DE LA MATRIZ DE RIGIDEZ 
Batoz [12] calculó, en 1982, una forma explícita de la matriz de rigidez del 
elemento DKT en coordenadas globales. Es de gran interés ya que reduce el número 
total de cálculos del algoritmo de cálculo, reduciendo la complejidad computacional, al 
mismo tiempo que ofrece una solución exacta de la matriz. Es, por lo tanto, el método 
que se usa en esta tesina para el cálculo de la matriz de rigidez. 
Se recuerda que la matriz de rigidez del elemento DKT se define de forma 
estándar como (7.23). Se considera en este caso un sistema local de coordenadas, que se 
presenta en la Figura 7.3. Se recomienda prestar especial atención al orden de los nodos. 
 
Figura 7.3 Sistema local de coordenadas del elemento DKT 
 
       T bAK B D B dxdy    (7.23) 
La matriz [B] puede descomponerse en dos matrices [L] y [α] de orden 3x9 y 
9x9, respectivamente, donde [α] es independiente de   y  . La matriz [α] se presenta 
en la Figura 7.4. De esta forma, tenemos: 
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  (7.26) 
Se obtiene entonces de forma directa la forma explícita de la matriz de rigidez: 







    (7.27) 
 Recordando que, en caso de un material ortotrópico, se tiene (7.28), Donde E es 
el módulo de elasticidad, t es el espesor del elemento y   es el módulo de Poisson. 
Reescribiendo la matriz  bD  con E1-4, se tiene que [DL] es la matriz 9x9 que se puede 
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  (7.28) 
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  (7.30) 
De esta forma ya es posible calcular la matriz de rigidez explícita (7.27). Sin 
embargo, dada la naturaleza de la matriz [DL], se puede reducir el número total de 
operaciones evaluando      TQ DL  con el mínimo número de operaciones. 
Siguiendo la notación de    como se muestra en (7.31),  Q  puede expresarse según 
(7.32). 
  
     
     












  (7.31) 
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   
   
  (7.32) 
Así pues, la matriz de rigidez del elemento en el sistema local de coordenadas se 
obtiene con: 





   (7.33) 
El cambio de coordenadas de la matriz de rigidez al sistema global de 
coordenadas se define de forma estándar usando la dirección de los ejes locales de 
coordenadas en el sistema global. Siendo   el ángulo que forma el eje x local con el eje 
x global, se obtiene la matriz de giro en el plano XY (7.34) y la matriz de rigidez en el 











  (7.34) 
 Tij ijglobal local
K T K T         (7.35) 
Se pueden calcular así los momentos flectores y tensiones en cualquier punto del 
elemento. Siguiendo la expresión (7.37), donde  U  es el vector de desplazamientos 
nodales del elemento en coordenadas locales, pueden calcularse los momentos en 
cualquier punto del elemento. Se transforma por lo tanto el vector de desplazamientos 
de coordenadas locales a globales y se calculan los momentos. 
    T
local global
U T U   (7.36) 
















  (7.37) 
Los momentos obtenidos según la ecuación siguen el criterio de signos escogido, 
que cambia respecto al que se presenta anteriormente en la teoría para igualar el criterio 
habitual de signos para los momentos en estructuras de cara a la presentación de 
resultados en el programa. El nuevo criterio de signos se determina en la Figura 7.5.  El 
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resultado es en coordenadas locales y es necesario obtenerlo en coordenadas globales 
para obtener una presentación final de resultados coherente. Para girar los dos 
momentos principales y el momento torsor se emplea la matriz de giro para tensores de 
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  (7.38) 
 
   mlocal globalM T M   (7.39) 
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8. PROCEDIMIENTO DE CÁLCULO DE PLACAS 
SEGÚN EL MEF 
A continuación se expone, de forma ordenada, el procedimiento que se lleva a 
cabo para hallar la solución de un problema de placa cargada. Se considera que se tiene 
una placa en el plano XY cargada con cargas puntuales y distribuidas, así como con 
momentos. Las características del material se suponen conocidas (módulo de 
elasticidad, espesor y módulo de Poisson). La placa está, asimismo, sujeta a una serie de 
condiciones de contorno (apoyos) para evitar la singularidad del sistema de ecuaciones. 
Usando una discretización del espacio continuo, es decir, creando una malla sobre la 
placa, se quiere calcular los desplazamientos y tensiones en los nodos y aproximar la 
solución en cualquier otro punto de la placa. Para más información sobre este apartado 
consultar [10], [4], [5] y [6]. 
Si se desea conocer la implementación de este procedimiento en el desarrollo del 
programa, consultar la página 40. Veamos a continuación el procedimiento de cálculo. 
8.1. CREACIÓN DE LA MALLA 
Inicialmente se crea una malla de elementos sobre la superficie de la placa, que 
para esta tesina estará formada por elementos triangulares DKT. Una mayor densidad en 
la malla suele proporcionar resultados más satisfactorios pero, evidentemente, requiere 
un mayor esfuerzo computacional. En esta tesina se ha optado por usar una malla 
adaptativa, que aumenta la densidad de la malla en los puntos más críticos de la 
superficie y donde existen cargas aplicadas. 
Asimismo, la malla se construye de tal forma que las cargas puntuales se 
apliquen exactamente sobre uno de los nodos de la misma. De la misma forma, se crea 
de tal forma que las cargas repartidas en la superficie afecten completamente a un 
elemento o no lo afecten. Así se evitan elementos que estén cargados solo en parte de su 
área, lo que reduciría la precisión y complicaría el cálculo. 
8.2. PROPIEDADES GEOMÉTRICAS DE LOS ELEMENTOS DKT 
Cuando se ha obtenido la malla, y por lo tanto se tienen las características de 
todos los elementos DKT, se les asigna las propiedades materiales (módulo de 
elasticidad, espesor y módulo de Poisson) y se procede a calcular las propiedades 
geométricas de cada uno. Esto es, las diferentes variables y matrices auxiliares (como 
son las coordenadas, las diferentes submatrices y las matrices de funciones de forma) y 
la matriz de rigidez del elemento. Para una explicación detallada, consultar la página 24. 
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8.3. CREACIÓN DE LOS VECTORES DE CARGA 
Cada uno de los nodos del elemento tiene asignado un vector de cargas 
resultantes. El vector de cargas resultantes es la suma de todas las cargas aplicadas 
sobre el nodo y tiene la forma  
T
i z x yf F M M  .  
Para las cargas puntuales, el vector se suma directamente al vector resultante del 
nodo donde están aplicadas. En el caso de las cargas repartidas sobre el elemento, 
suponiendo que se trata de carga constante, se debe transformar la carga en 3 cargas 
equivalentes aplicadas sobre los nodos del elemento. Para el caso del elemento 
triangular DKT y suponiendo carga repartida uniforme, el vector de cargas equivalentes 
puede aproximarse de forma sencilla como: 
        para i=1,2,3
3
T
i z x y
A
f f m m   (8.1) 
Donde i es el nodo i del elemento y , ,z x yf m m  son las cargas repartidas sobre el 
elemento. Para el caso habitual de carga vertical negativa repartida q se tiene, por lo 
tanto, que el vector equivalente para cada uno de los nodos es: 





f q    (8.2) 
8.4. ENSAMBLAJE DEL VECTOR DE CARGAS Y LA MATRIZ DE 
RIGIDEZ 
Para obtener la solución del sistema es necesario calcular la matriz de rigidez 
global y el vector de cargas nodales global. Se requiere, por lo tanto, ensamblar las 
matrices de rigidez de todos los elementos en una única matriz y ensamblar también los 
vectores de cargas nodales en un único vector. Para ello se considera una numeración 
global y unívoca de todos los nodos del sistema. 
Sea un sistema con n nodos y m grados de libertad para cada nodo. En el caso de 
esta tesina, cada nodo del elemento DKT tiene 3 grados de libertad (m=3). La matriz de 
rigidez global es una matriz simétrica 3n x 3n y el vector de cargas nodales global tiene 
dimensiones 3n x 1, y se puede dividir en n x n submatrices 3 x 3, como se ve en (8.3). 
ij global

















  (8.3) 
Sea (8.4) la matriz de rigidez de un elemento. Se divide la matriz en 9 
submatrices Kij, de dimensión 3 x 3, numeradas según la numeración local de los nodos 
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del elemento. Así, ij elemento
K    representa los nodos locales (1,2,3), que tendrán su 
numeración correspondiente en el sistema global (b,a,c). Entonces, se puede escribir 
dicha matriz de rigidez según la numeración global de nodos, como se indica en (8.5): 






b K K K
K
a K K K





  (8.4) 












  (8.5) 
Para ensamblar la matriz de rigidez global, debemos añadir cada una de las 
submatrices de todos los elementos en la posición correspondiente de la matriz de 
rigidez global según la numeración global de los nodos. Así, siguiendo la notación de 
(8.5), se tiene, unívocamente para cada una de las submatrices de todos los elementos: 
    
11 1,














  (8.6) 
Es decir, la submatriz ij elemento
K    de cada elemento, según la numeración 
global, se añade a la submatriz ij de la matriz de rigidez global. 
Se procede de forma análoga para el ensamblaje del vector de fuerzas nodales. Se tiene, 
para cada nodo, un vector de fuerzas equivalente de la forma: 













  (8.7) 
Sea  3 1nxglobalf  el vector de fuerzas nodales, que tiene 3 componentes para cada 
nodo, siendo así un vector de longitud total 3n. Si dividimos el vector global en n 
subvectores de 3 componentes, obtenemos (8.8). Según la numeración global de nodos, 
se añade cada vector de cargas equivalente de los nodos al vector de cargas global en su 













  (8.8) 
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    
1
















  (8.9) 
8.5. ASIGNACIÓN DE LAS CONDICIONES DE CONTORNO 
Para que el sistema tenga solución, es necesario añadir las condiciones de 
contorno pertinentes a los nodos. Las condiciones de contorno corresponden a los 
valores de los movimientos nodales prescritos. Aunque hay todo tipo de condiciones de 
contorno, éstas quedan fuera del alcance de esta tesina. Se centra entonces la atención 
sobre las condiciones más habituales, que son: 
1) Borde empotrado: 0x yw       
2) Borde simplemente apoyado:  
a. Condición fuerte 0sw    
b. Condición débil 0w   
Donde s es la dirección a lo largo del borde apoyado. 
3) Apoyo puntual: 0iw   
Se asignan, entonces, las condiciones de contorno correspondientes a los nodos, 
anulando las flechas y giros según sea conveniente. 
8.6. CÁLCULO DE LOS DESPLAZAMIENTOS NODALES 
Los desplazamientos en los nodos se obtienen, según la teoría del método de los 
elementos finitos, solucionando el sistema lineal de ecuaciones: 
      3 3 3 1 3 1   nx n nx nx
global global global
K U f   (8.10) 
Siendo: 
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  (8.11) 
Algunas de los desplazamientos nodales se conocen de antemano y son igual a 0, 
debido a la aplicación de las condiciones de contorno. Por eso, se pueden eliminar del 
sistema de ecuaciones las filas y columnas en que el desplazamiento es 0 en la matriz de 
rigidez global y el vector global de fuerzas nodales, reduciendo así el número de 
cálculos y convirtiendo el sistema en compatible determinado. 
8.7. APROXIMACIÓN DE LOS DESPLAZAMIENTOS Y 
TENSIONES EN CUALQUIER PUNTO 
Una vez obtenidos los desplazamientos nodales, se pueden aproximar los 
desplazamientos y momentos flectores en cualquier punto de la placa. Los 
desplazamientos de un punto se obtienen interpolando los desplazamientos nodales del 
elemento donde se encuentra el punto, según las funciones de forma del elemento. Para 
esta tesina, se ha usado la interpolación lineal de desplazamientos según las funciones 
de interpolación del elemento triangular de 3 nodos. El valor de las funciones de forma 
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       
            
  (8.12) 
Finalmente, los momentos flectores en cualquier punto se obtienen mediante el 
cálculo de la siguiente expresión en el elemento donde se encuentra el punto: 
  ( , ) ( , )b elementoM x y D B x y U   (8.13) 
Para más detalles, consultar el desarrollo del elemento DKT en la página 24. 
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9. ESTRUCTURA Y DESARROLLO DEL 
PROGRAMA 
9.1. ENTORNO DE DESARROLLO UTILIZADO: MATLAB 
 Para crear el programa de cálculo de placas por MEF se ha optado por Matlab® 
de MathWorks. Se trata de un software de uso muy extendido y que goza de gran 
popularidad en la Escola de Camins, Canals i Ports de Barcelona. Es una potente 
herramienta de desarrollo de software técnico, que aun así conserva una gran 
simplicidad de uso y la programación es cómoda. Entre sus principales características 
están  la manipulación de matrices, la representación de datos y funciones, la 
implementación de algoritmos, la creación de interfaces de usuario (GUI) y la 
comunicación con programas en otros lenguajes y con otros dispositivos hardware [15].  
 Una de las características más importantes para esta tesina, es que Matlab®, 
permite tanto la programación orientada a objetos como programación procedimental. 
La programación orientada a objetos, permite la reutilización de código, la herencia, el 
encapsulamiento y el comportamiento de referencia sin necesidad de prestar atención a 
las tareas habituales de bajo nivel requeridas en otros lenguajes [16].  
Este nuevo paradigma de programación supone un gran paso adelante y una 
evolución respecto a lenguajes de programación procedimental “clásicos” como 
FORTRAN, que se han usado extendidamente para calcular problemas de elementos 
finitos [17], [10]. Permite una creación más cómoda, entendible, potente, adaptable y 
reutilizable de código. Dada la filosofía abierta y colaborativa de esta tesina, estas 
características son imprescindibles para cumplir los objetivos establecido. 
9.2. ESTRUCTURA DEL PROGRAMA 
El programa desarrollado se compone de 3 partes. El núcleo del programa es el 
módulo de cálculo, que efectúa todos los cálculos sobre la placa. Asigna los contornos, 
características materiales, cargas, etc. Calcula también los elementos y los 
desplazamientos. Se ha desarrollado de forma completamente orientada a objetos. 
La segunda parte es el mallador. Para calcular la malla de la placa se ha usado el 
programa de Darren Engwirda, Mesh2D - Automatic Mesh Generation, disponible 
públicamente en la web de MathWorks [18]. 
La tercera parte es la interfaz gráfica de usuario. Esta parte sirve de puente entre 
el usuario y el programa de cálculo, y permite de forma sencilla visual crear y modificar 
cualquier aspecto de la placa, así como controlar la ejecución del programa y visualizar 
los resultados. Para la creación de la interfaz se ha partido de la magnífica interfaz 
creada por Sergio Guerrero Miralles como parte de su Trabajo de Final de Carrera [19]. 
Se ha partido de la interfaz de ese programa y se ha reprogramado para cumplir los 
requisitos del programa que se desarrolla en esta tesina. Para más detalles sobre la 
Desarrollo en Matlab de software de cálculo de placas por MEF  
 
Joan Morató Guardia  Página 41 de 88 
 
interfaz, se recomienda consultar la guía rápida de uso de la página 79. Sobre todo, se 
recomienda también consultar el código fuente, para hallar todas las explicaciones sobre 
los detalles de la implementación de todo el programa.  
 
Figura 9.1 Estructura básica del programa 
En la Figura 9.1 se muestra la estructura básica del programa. Se describe, a 
continuación, el funcionamiento y la estructura de todas las partes del programa 
9.3. INTERFAZ GRÁFICA DE USUARIO 
La interfaz gráfica de usuario parte de la interfaz original del programa de Sergio 
Guerrero Miralles como parte de su Trabajo de Final de Carrera [19]. Está 
fundamentalmente escrita de forma procedimental, con un ligero uso de la orientación a 
objetos. Puede observarse el aspecto general de la interfaz gráfica del programa en la 
Figura 9.2. Todo lo referente a la interfaz gráfica se encuentra en la carpeta gráfico, 
dentro del código (funciones, imágenes de los iconos, etc.).  
Se detallan, a continuación, las funcionalidades de las diferentes partes de la 
interfaz gráfica de usuario que se observan en la Figura 9.2. Para más detalle sobre el 
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Figura 9.2 Aspecto general de la interfaz gráfica de usuario 
9.3.1. Panel superior: Barra de menú 
La barra superior del programa está compuesta por dos botones: Archivo y 
Ayuda, como es habitual en la mayoría de programas. Ofrecen control sobre la 
ejecución del programa (Nuevo / Salir) y ayuda al usuario, así como información sobre 
el propio programa. 
9.3.2.  Panel superior: Barra de herramientas 
La barra de herramientas del programa dispone de una serie de botones que 
permiten efectuar cambios sobre el dibujo en pantalla. Los 3 botones iniciales son 
Crear, Modificar y Borrar y permiten realizar estas acciones sobre los elementos del 
dibujo, dependiendo de cuál esté activado en cada momento. Los elementos son: 
1) Nodo: los puntos o nodos del dibujo. Se crean directamente haciendo clic sobre 
el lienzo 
2) Línea de contorno: son las líneas que actúan como líneas de contorno o agujeros 
en la placa. Se crean haciendo clic primero sobre un nodo y luego sobre otro 
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3) Carga puntual: aplica cargas puntuales y momentos sobre cualquier punto de la 
placa. Se crean haciendo clic sobre un nodo. 
4) Línea de área de carga repartida: son las líneas que actúan como líneas que 
encierran un área donde se dispone una carga repartida. 
5) Cargar área: carga un área delimitada por las líneas de área de carga. Para cargar 
un área, hay que hacer clic sobre una de las líneas que conforman el contorno del 
área. 
6) Condiciones de contorno: Condiciones de contorno sobre los nodos de la malla. 
Haciendo clic en cualquier punto del dibujo puede seleccionarse un rectángulo y 
determinar las condiciones de contorno de la zona seleccionada. Si el botón 
modificar está activo, pueden modificarse las condiciones de contorno de los 
nodos haciendo clic sobre ellos 
Los 3 últimos botones permiten acercar o alejar la vista del dibujo o moverlo 
según sea conveniente. 
 
Figura 9.3 Barra de herramientas de la interfaz 
 
Figura 9.4 Ejemplo de dibujo de una placa rectangular con una carga vertical 
repartida y un momento puntual 
9.3.3. Panel lateral: Vista 
El panel vista permite activar o desactivar la edición así como controlar la 
visualización de los objetos. Permite activar o desactivar la rejilla auxiliar, centrar el 
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dibujo o controlar el eje de visión tridimensional de la representación. Cuando se han 
calculado los resultados, con el botón 3D Color se pueden observar los resultados de 
forma tridimensional con mapeado de color. Se puede cambiar la perspectiva para 
verlos desde cualquier punto. El botón plano XY devuelve la vista al dibujo 
esquemático y presenta los resultados de forma numérica. 
 
 
Figura 9.5 Panel lateral Vista 
 
 
Figura 9.6 Presentación numérica de resultados 
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Figura 9.7 Presentación tridimensional de resultados 
 
9.3.4. Panel  lateral: Introducir Cálculos 
El panel Introducir Cálculos lleva a cabo toda la interacción con el módulo de 
cálculo (mediante la clase principal del módulo de cálculo, MainCalculo). Mediante los 
botones Contorno, Material, Cargas Puntuales y Cargas Uniformes se envía la 
información actual de la interfaz a MainCalculo. Es necesario, al menos, crear el 
contorno de la placa y determinar las propiedades del material para crear la malla sobre 
el elemento. Una vez creada la malla, el botón Condiciones de Contorno envía el estado 
actual de las condiciones de contorno a MainCalculo. Finalmente, el botón Calcular 
Desplazamientos calcula los desplazamientos del sistema y devuelve los resultados a la 
interfaz. 
El botón Reset, en la parte superior del panel, elimina todos los datos y reinicia 
la placa, para empezar de nuevo. 
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Figura 9.8 Panel lateral Introducir Cálculos 
9.3.5. Panel lateral: Mostrar 
El panel Mostrar controla la visualización de resultados una vez hallada la 
solución del sistema. En él se puede escoger si se desea mostrar el número sobre los 
nodos, la flecha, el giro en el eje X o el giro en el eje Y, así como los momentos X o Y 
o el momento torsor XY. El botón Desplazamiento de Punto permite obtener los 
desplazamientos y tensiones en un punto cualquiera de la placa, introduciendo sus 
coordenadas. 
Los resultados de los momentos son discontinuos entre elementos por 
naturaleza, lo cual genera una presentación de resultados incómoda. Con el botón alisar 
momentos se calcula el valor medio de los resultados de los momentos en cada uno de 
los nodos y se redibujan los resultados para presentar una superficie suave. En la Figura 
9.10 y Figura 9.11 puede verse un ejemplo de presentación de resultados, con y sin 
alisado. 
 
Figura 9.9 Panel lateral Mostrar 
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Figura 9.10 Ejemplo de muestra de resultados: Momento X sin alisar 
 
 
Figura 9.11 Ejemplo de muestra de resultados: Momento X alisado 
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9.3.6. Función principal: MainGrafico 
La función principal de la interfaz es la función MainGrafico. Esta función crea 
toda la interfaz y establece la respuesta a las actuaciones del usuario. crea todos los 
elementos: paneles, espacios, botones y variables internas. Asimismo, se encarga de 
enviar y recibir datos del módulo de cálculo cuando es conveniente. Esta función 
almacena también dos clases auxiliares, nus i barra, que almacenan la información 
pertinente de los nodos y las líneas representadas en pantalla. Esto es, su tipo, su 
número identificativo, los datos de interés, los objetos gráficos que tienen asociados, 
etc. 
La función principal llama en la ejecución del programa a dos tipos de funciones 
auxiliares: Las funciones dlg determinan el comportamiento de los diferentes cuadros de 
texto interactivos que se muestran al usuario en el desarrollo del programa. Las 
segundas son las funciones dibuix, que determinan cómo se dibujan los diferentes 
elementos gráficos en pantalla. En la Figura 9.12 se muestra el esquema de 
funcionamiento de la función. Consultar el código fuente para más detalle. 
 
Figura 9.12 Esquema de funcionamiento de la función MainCalculo 
9.4. MÓDULO DE CÁLCULO 
El módulo de cálculo está formado por los archivos que se hallan en la carpeta 
cálculo del código fuente. Éste módulo se encarga de todos los cálculos requeridos para 
el programa, así como almacenar los resultados y los datos de entrada del programa. En 
cualquier momento durante la ejecución del programa, puede observarse el estado del 








Funciones auxiliares  





Variables internas y 
objetos nus y barra 
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acceso a todos los aspectos de interés del programa: elementos, nodos, propiedades 
materiales, resultado del sistema de ecuaciones, matrices ensambladas, etc. 
El módulo está creado de forma completa siguiendo las pautas de la 
programación orientada a objetos. Esto es, está formado por clases que tienen métodos y 
propiedades propias, algunos públicos y algunos privados y que se comunican entre 
ellos. Este paradigma dota al código de una gran modularidad y versatilidad. Facilita 
asimismo su entendimiento y también, en gran medida, la reutilización de código y la 
realización de cambios y extensiones en el mismo. 
La clase principal del módulo de cálculo es MainCalculo. MainCalculo se 
comunica con la interfaz de usuario y realiza los cálculos adecuados, creando, llamando 
y modificando los distintos objetos de las clases que se crean en la ejecución del 
programa. En la Figura 9.13 se observa un esquema simple de la estructura de este 
módulo. A continuación se presentan las diferentes clases que configuran el módulo de 
cálculo. Para mayor detalle sobre la implementación, consultar el código fuente. 
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Figura 9.13 Esquema de funcionamiento del módulo de cálculo 
 
9.4.1. Clase MainCalculo 
La clase MainCalculo es la clase principal del módulo de cálculo. La interfaz 
gráfica se comunica directamente con ella y ella es la encargada de almacenar todos los 
datos requeridos para el funcionamiento del programa de cálculo. Es la encargada de 
crear los distintos objetos de las clases que se presentan a continuación y llamar, de 
forma estructurada, a sus métodos públicos para desarrollar el cálculo del programa. Por 
lo tanto, almacena todos los objetos y variables necesarias para el desarrollo global del 
cálculo y “lidera” a las otras clases. Los métodos y propiedades más relevantes de la 





















(ensamblaje y sistema de 
ecuaciones) 
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Propiedades materiales y espesor de la placa 
DOF 
Número de grados de libertad (Degrees of Freedom) de 
los nodos  
numNodosElemento Número de nodos del elemento finito usado 
AreasCargadas 
Lista de los objetos de carga repartida de la clase 
AreaCargada 
CargasPunt 
Lista de los objetos de carga puntual de la clase 
CargaPunt 
Contorno 
Lista de contornos y agujeros de la placa, objetos de la 
clase Contorno 
nodos Lista de nodos de la clase Nodo 
elementos Lista de elementos de la clase DKTElem 
Kensamblada Matriz global de rigidez 
Fensamblada Vector global de cargas 
DespEnsamblada Vector global de desplazamientos 
Ksistema 
Matriz de rigidez global reducida (eliminando condiciones 
de contorno) 
Fsistema 
Vector global de cargas reducido (eliminando condiciones 
de contorno) 
 
Tabla 9.2 Métodos más relevantes de la clase MainCalculo 
Método Descripción 
MainCalculo() Crea el objeto y calcula las propiedades iniciales 
reset() Elimina todos los datos y empieza de nuevo 
setMaterial() Almacena las propiedades materiales 
addContorno() Añade un contorno a la placa, clase Contorno 
addCargaPunt() Añade una carga puntual, clase CargaPunt 
addAreaCargada() Añade una carga repartida, clase AreaCargada 
addPesoPropio() 
Añade el peso propio como una carga repartida sobre toda 
la placa 
addCondCont() Añade condiciones de contorno sobre un nodo 
calcularMalla() 
Obtiene la malla llamando al programa Mesh2D, crea 
todos los objetos DKTElem y Nodo. Calcula la matriz de 
rigidez global y el vector global de cargas del sistema 
calcularDesplazamientos() 
Calcula las matrices reducidas según las condiciones de 
contorno y resuelve el sistema lineal de ecuaciones para 
obtener los desplazamientos 
Desarrollo en Matlab de software de cálculo de placas por MEF  
 
Joan Morató Guardia  Página 52 de 88 
 
obtenerDesplazamiento() 
Determina los desplazamientos aproximados de cualquier 
punto de la placa 
obtenerMomentos() 
Determina los momentos aproximado de cualquier punto 
de la placa 
calcKStiffnessMatrix() Obtiene la matriz de rigidez 
B() Evalúa la matriz B en un punto 
HxDerXi(), HyDerXi(), 
HxDerN(), HyDerN() 
Evalúa la derivada de las funciones de forma del elemento 
DKT en un punto 
 
9.4.2. Clase Contorno 
La clase Contorno almacena los datos de los contornos de la placa (externos y 
agujeros internos), y transforma los datos en un formato adecuado para ser enviado al 
programa mallador Mesh2D. Los métodos y propiedades más relevantes de la clase se 
muestran en la Tabla 9.3 y la Tabla 9.4. 
Tabla 9.3 Propiedades más relevantes de la clase Contorno 
Propiedad Descripción 
nodos Nodos que forman el contorno 
meshNodes, meshNum y 
meshEdges 
Datos para el programa mallador 
 
Tabla 9.4 Métodos más relevantes de la clase Contorno 
Método Descripción 
Contorno() Crea el objeto y calcula las propiedades iniciales 
 
 
9.4.3. Clase AreaCargada 
La clase AreaCargada almacena los datos del contorno del área donde se aplica 
una carga repartida, así como el valor de la carga. También transforma los datos 
geométricos en un formato adecuado para ser enviado al programa mallador Mesh2D. 
Los métodos y propiedades más relevantes de la clase se muestran en la Tabla 9.5 y la 
Tabla 9.6. 
Tabla 9.5 Propiedades más relevantes de la clase AreaCargada 
Propiedad Descripción 
nodos Nodos que forman el área de carga 
meshNodes, meshNum y Datos para el programa mallador 
Desarrollo en Matlab de software de cálculo de placas por MEF  
 
Joan Morató Guardia  Página 53 de 88 
 
meshEdges 
carga Valor de la carga repartida 
elemPlaca Lista de elementos cargados 
 
Tabla 9.6 Métodos más relevantes de la clase AreaCargada 
Método Descripción 
AreaCargada() Crea el objeto y calcula las propiedades iniciales 
setElemCargaUnif() 
Recorre los elementos de la placa y añade la carga a los 
que se encuentran en el área de aplicación 
 
9.4.4. Clase CargaPunt 
La clase CargaPunt almacena el punto de aplicación de una carga repartida, así 
como el valor de la carga. También transforma los datos geométricos en un formato 
adecuado para ser enviado al programa mallador Mesh2D. Los métodos y propiedades 
más relevantes de la clase se muestran en la Tabla 9.7 y la Tabla 9.8. 
Tabla 9.7 Propiedades más relevantes de la clase CargaPunt 
Propiedad Descripción 
nodo Punto de aplicación de la carga 
meshNodes, meshNum, 
meshEdges y pointNodes 
Datos para el programa mallador 
carga Valor de la carga puntual 
NodoPlaca Nodo donde se asigna la carga 
 
Tabla 9.8 Métodos más relevantes de la clase CargaPunt 
Método Descripción 
CargaPunt() Crea el objeto y calcula las propiedades iniciales 
setNodoCargaPunt() 
Recorre la lista de nodos y añade la carga al nodo 
correspondiente 
 
9.4.5. Clase DKTElem 
La clase DKTElem se encarga de todo lo relacionado con el elemento finito 
DKT, y es la más compleja y larga del programa. En ella se crea el elemento finito, se 
calculan sus propiedades materiales y geométricas, se obtiene la matriz de rigidez y se 
calculan las cargas equivalentes en los nodos para la carga repartida en el elemento. Se 
calculan también todas las variables geométricas auxiliares y las matrices de interés (la 
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matriz B, α, la matriz de coordenadas de área, etc). También se conecta cada elemento 
con las cargas repartidas que tiene tienen efecto sobre él y se conecta con los 3 nodos 
que forman parte del elemento. Los métodos y propiedades más relevantes de la clase se 
muestran en la Tabla 9.9 y la Tabla 9.10. 
Tabla 9.9 Propiedades más relevantes de la clase DKTElem 
Propiedad Descripción 
v, E, th Propiedades materiales y espesor 
D Matriz de elasticidad 
ID Número de identificación del elemento 
cargaUnif Carga total repartida sobre el elemento 
cargas Vector de cargas equivalentes sobre los nodos 
x, y Vectores con las coordenadas de los nodos 
nodos Lista de objetos tipo Nodo que forman parte del elemento 
K Matriz de rigidez del elemento 
 
Tabla 9.10 Métodos más relevantes de la clase DKTElem 
Método Descripción 
DKTElem() Crea el objeto y calcula las propiedades iniciales 
calcVectorCargas() Calcula el vector de cargas equivalente sobre los nodos 
addCargaUnif() Añade una carga repartida al total 
obtenerDesplazamiento() 
Determina la aproximación del desplazamiento de un 
punto cualquiera del elemento 
obtenerMomentos() 
Determina la aproximación de los momentos de un punto 
cualquiera del elemento 
calcKStiffnessMatrix() Obtiene la matriz de rigidez 
B() Evalúa la matriz B en un punto 
HxDerXi(), HyDerXi(), 
HxDerN(), HyDerN() 
Evalúa la derivada de las funciones de forma del elemento 
DKT en un punto 
 
9.4.6. Clase Nodo 
La clase Nodo almacena y calcula todo lo relativo a los nodos. Se almacenan los 
datos geométricos del nodo y su identificación global. En ella se guardan las cargas 
aplicadas sobre el nodo, ya sean puntuales o las resultantes equivalentes de una carga 
repartida sobre el elemento. Se determinan también las condiciones de contorno del 
nodo así como sus desplazamientos. También se conecta cada nodo con todos aquellos 
Desarrollo en Matlab de software de cálculo de placas por MEF  
 
Joan Morató Guardia  Página 55 de 88 
 
elementos de los que forma parte. Los métodos y propiedades más relevantes de la clase 
se muestran en la Tabla 9.11 y la Tabla 9.12. 
Tabla 9.11 Propiedades más relevantes de la clase Nodo 
Propiedad Descripción 
x, y Coordenadas del nodo 
ID Número de identificación del nodo 
elems Lista de los elementos a los que pertenece el nodo 
cc Condiciones de contorno sobre los 3 grados de libertad 
desp Desplazamientos del nodo 
vectCarga 
Vector de carga total aplicada sobre el nodo: puntuales y 
repartidas equivalentes 
 
Tabla 9.12 Métodos más relevantes de la clase Nodo 
Método Descripción 
Nodo() Crea el objeto y calcula las propiedades iniciales 
setDesp() Almacena el desplazamiento del nodo 
addCC() Determina las condiciones de contorno 
calcVectorCarga() Calcula el vector de carga total del nodo 
 
9.5. MALLADOR (MESH2D) 
El módulo que se encarga de mallar la placa viene dado por todos los archivos 
que se encuentran en la carpeta Mesh2D del código fuente. Mesh2D - Automatic Mesh 
Generation  es un programa de de Darren Engwirda, disponible públicamente en la web 
de MathWorks [18], y que ha sido usado como parte del programa de esta tesina. 
El programa, dado uno o varios contornos y una serie opciones de configuración, 
devuelve un mallado triangular sobre la superficie, es decir, la posición de todos los 
nodos y las conexiones entre ellos. 
Cuando el módulo de cálculo obtiene todas las condiciones necesarias para 
formar el mallado de la placa, llama a este mallador y recibe el resultado. 
Para más información sobre su funcionamiento, examinar el código fuente del 
programa o visitar su origen en la web de MathWorks [18]. 
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10. TESTS Y VERIFICACIÓN DE RESULTADOS 
 Se presentan a continuación una serie de test y patch test que pretenden 
comprobar dos cosas: la primera es la validez general del elemento DKT y la 
convergencia del mismo. La segunda es la correcta implementación del elemento en el 
programa y el buen funcionamiento de todo el programa en general. Si se pasan los test 
se habrá validado todo el conjunto. 
Los tests escogidos son: el patch test presentado en [12] para la formulación 
explícita del elemento DKT, El patch test que asemeja la placa a una viga cargada en su 
extremo con un momento y empotrada en el otro y finalmente un test del cual se conoce 
la solución analítica, una placa cuadrada apoyada en todos sus lados y cargada 
puntualmente en el centro.  
Finalmente se realiza un test de convergencia de la solución para una placa 
cuadrada con carga repartida en toda su superficie. Tanto para el caso apoyo simple 
como para el caso de empotramiento en todos los bordes, se estudia la tendencia de la 
solución en relación al número de elementos usados para la malla. 
10.1. TEST 1: PATCH TEST  
Este test se elaboró en la publicación [12], que presentó por primera vez la 
formulación explícita del elemento DKT para comprobar su validez. Se define según: 
 
Figura 10.1 Patch test 1 
Se tiene una placa rectangular con momentos puntuales aplicados en los nodos, y 
una carga vertical aplicada en el nodo 3. Las condiciones de contorno son apoyo simple 
en los nodos 1, 2 y 4. Es decir, 1 2 4 0w w w   . Las dimensiones son 20, 10a b   y 
las propiedades materiales son 1000, 1, 0.3E t    . Este sistema de cargas 
proporciona una ley de momentos constante para los tres momentos en toda la placa e 
igual a 1. Se comprueban los momentos en los centroides de cada elemento. 
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Tabla 10.1 Comparación de resultados del patch test 1 
Punto de estudio Valor calculado Valor teórico 
Centroide 1, Mx -1 1 
Centroide 1, My 1 1 
Centroide 1, Mxy 1 1 
Centroide 2, Mx -1 1 
Centroide 2, My 1 1 
Centroide 2, Mxy 1 1 
Centroide 3, Mx -1 1 
Centroide 3, My 1 1 
Centroide 3, Mxy 1 1 
Centroide 4, Mx -1 1 
Centroide 4, My 1 1 
Centroide 4, Mxy 1 1 
Nodo 5, desplazamiento -1,17 
1,137 (valor 
experimental) 




Como puede observarse, el patch test da correcto salvo por el momento X, que 
tiene el módulo correcto pero cambiado de signo. Esto se debe a la diferencia de criterio 
de signos en los momentos entre esta tesina y el usado en la referencia original del patch 
test. A continuación se presentan los resultados tal y como se muestran en el programa 
en su visualización tridimensional. 
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Figura 10.2 Patch test 1, resultados de desplazamiento del programa 
 
 
Figura 10.3 Patch test 1, resultados de Mx del programa 
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Figura 10.4 Patch test 1, resultados de My del programa 
 
 
Figura 10.5 Patch test 1, resultados de Mxy del programa 
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10.2. TEST 2: TEST DE FLEXIÓN PURA 
Se asemeja ahora la placa a una viga empotrada en un extremo y con un 
momento aplicado en el extremo contrario. Se crea en el programa una placa rectangular 
fina, de dimensiones L=10m, ancho=1m y grosor=0.15m, Las propiedades materiales 
son 100000 Pa, 0.3E   . La inercia de la sección es, por lo tanto: 
3 40.15 ·1/12 2.81 4 mI e   . El momento aplicado en el extremo es 5 NmyM  . Se 
ha escogido una malla de 81 elementos para calcular la placa. 
Si se comprueban las visualizaciones de los resultados, se obtiene una ley de 
giros Y lineal, como se supone que debe ser, un desplazamiento parabólico y unas leyes 
de momentos constantes. Sin embargo, existen ciertas discontinuidades en los dos 
extremos para los momentos, pero se trata de una discontinuidad natural en los 
elementos finitos. Se puede considerar el test como exitoso. A continuación se 
presentan los resultados en 3 dimensiones y los valores numéricos más importantes. 
Como se puede comprobar, los resultados tienen una gran calidad y se ajustan a la 
realidad. Cabe destacar, sin embargo, que el resultado no cumple la hipótesis teórica de 
pequeñas deformaciones, pero para el propósito de comprobación de resultados es 




Figura 10.6 Leyes de esfuerzos de una viga en voladizo con un momento en el extremo 
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Tabla 10.2 Comparación de resultados del patch test 2 
Punto de estudio Valor calculado Valor teórico Error relativo 
My, toda la placa 5 Nm 5 Nm 0% 
Mx, toda la  placa 0 Nm 0 Nm 0% 
Mxy, toda la placa 0 Nm 0 Nm 0% 
Desplazamiento vertical, 
extremo voladizo 
-8.81 m -8.88 m 0.78% 








Figura 10.8 Patch test 2, resultados de desplazamiento vertical del programa 
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Figura 10.9 Patch test 2, resultados de giro Y del programa 
 
 
Figura 10.10 Patch test 2, resultados de momento X del programa 
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Figura 10.11 Patch test 2, resultados de momento Y del programa 
 
 
Figura 10.12 Patch test 2, resultados de momento XY del programa 
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10.3. TEST 3: PLACA CUADRADA CARGADA EN EL CENTRO 
Este caso particular tiene solución analítica conocida, según su desarrollo en 
series. En este caso, se considerará una placa de 10m x 10m cargada puntualmente en el 
centro con una carga vertical P=10N. Las propiedades materiales de la placa son 
1000000 Pa, 0.3E   . A continuación se muestra la configuración en la placa según 
se muestra en el programa y los resultados obtenidos para los desplazamientos. Para 
más información sobre la formulación clásica analítica de placas rectangulares, 
consultar [20]. Se ha escogido una malla de 130 nodos para calcular el problema. 
Se puede comprobar que los resultados son aproximados, pero el error relativo 
es elevado. Las cargas puntuales tienen un comportamiento más inestable que las 
repartidas. 
 Tabla 10.3 Comparación de resultados del test 3 
Punto de estudio Valor calculado Valor teórico Error relativo 
Desplazamiento en el centro -0.0377 0.0332 m 13,55% 
 
 
Figura 10.13 Test 3, Malla de la placa en el programa, plano XY 
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Figura 10.14 Test 3, resultados de los desplazamientos verticales 
 
10.4. TEST DE CONVERGENCIA: CARGA UNIFORME 
Se estudia a continuación la convergencia del elemento finito DKT y de la 
implementación del programa en general. Se considera el caso de placa cuadrada con 
carga uniforme con apoyo simple en sus lados y empotrada. 
El número de elementos de la malla es variable. Se compara para cada caso la 
flecha en el centro de la placa con su valor teórico, hallando el error relativo. Se 
comparan también en este mismo punto los momentos X e Y. Se estudia así la 
convergencia de la solución conforme aumenta el número de elementos usado.  
Para este test, se considera una placa con las propiedades 









  (10.1) 
10.4.1. Carga Uniforme, bordes empotrados 
La solución analítica de la flecha en el centro para una placa cuadrada empotrada 
en todos sus lados y cargada uniformemente es: 
 
4




   (10.2) 
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El momento X e Y en el mismo punto son iguales y valen: 
 
2
,y, 0.0229 1  05x centroM qa   (10.3) 
El desplazamiento en el centro según esta configuración es 1.218e-4 m. los 
momentos X e Y en el mismo punto son iguales a -4.5810 Nm A continuación se 
muestra la configuración de la placa y el desplazamiento y momentos en uno de los 
casos, así como el estudio de convergencia. 
Se puede comprobar que el problema converge adecuadamente cuando 
aumentamos el número de elementos, y los errores relativos son pequeños. Los 
resultados de los momentos X e Y son iguales a causa de la simetría del problema. 
El error relativo de los desplazamientos es claramente inferior que el de los 
momentos, y convergen más deprisa. Es lo que cabría esperar dado que los momentos 
se aproximan a partir de los desplazamientos calculados. Aun así, el error relativo en 
ambos casos es inferior al 5% si se usa una malla de 128 o más elementos. 
 
 
Figura 10.15 Placa de 128 elementos con bordes empotrados 
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Figura 10.16 Bordes empotrados, desplazamientos verticales 
 
 
Figura 10.17 Bordes empotrados, Momento X 
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Figura 10.18 Bordes empotrados, Momento Y 
 




Valor calculado Valor teórico Error relativo 
4 -3.992e-4 m -1.218e-4 m 227,75 % 
8 -9.981e-5 m -1.218e-4 m 18,06 % 
32 -1.303e-4 m -1.218e-4 m 6,98 % 
128 -1.248e-4 m -1.218e-4 m 2,46 % 
512 -1.226e-4 m -1.218e-4 m 0,66 % 
2048 -1.221e-4 m -1.218e-4 m 0,25 % 
 
Tabla 10.5 Error relativo del Momento X en el centro según el número de elementos 
Número de 
elementos 
Valor calculado Valor teórico Error relativo 
4 -12.935 Nm -4.581 Nm 182,36 % 
8 -6.468 Nm -4.581 Nm 41,19 % 
32 -5.479 Nm -4.581 Nm 19,60 % 
128 -4.835 Nm -4.581 Nm 5,54 % 
512 -4.643 Nm -4.581 Nm 1,35 % 
2048 -4,597  Nm -4.581 Nm 0,35 % 
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Tabla 10.6 Error relativo del Momento Y en el centro según el número de elementos 
Número de 
elementos 
Valor calculado Valor teórico Error relativo 
4 -12.935 Nm -4.581 Nm 182,36 % 
8 -6.468 Nm -4.581 Nm 41,19 % 
32 -5.479 Nm -4.581 Nm 19,60 % 
128 -4.835 Nm -4.581 Nm 5,54 % 
512 -4.643 Nm -4.581 Nm 1,35 % 
2048 -4,597  Nm -4.581 Nm 0,35 % 
 
 
Figura 10.19 Bordes empotrados, error Relativo de los resultados en el centro de la 
placa 
 
10.4.2. Carga Uniforme, bordes simplemente apoyados 
La solución analítica de la flecha en el centro para una placa cuadrada apoyada 







   (10.4) 























Número de elementos 
Error relativo, placa de bordes empotrados 
Desplazamiento
Momento X,Y
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 2,y, 0.04789  x centroM qa   (10.5) 
El desplazamiento en el centro según esta configuración es -3.911e-4 m. los 
momentos X e Y en el mismo punto son iguales a -9.578 Nm A continuación se muestra 
la configuración de la placa y el desplazamiento y momentos en uno de los casos, así 
como el estudio de convergencia. 
Se puede comprobar que el problema converge adecuadamente cuando 
aumentamos el número de elementos, y los errores relativos son pequeños. Los 
resultados de los momentos X e Y son iguales a causa de la simetría del problema. 
En este caso se puede observar que el problema converge, y lo hace más 
rápidamente que en el caso empotrado. Los momentos, especialmente, tienen un error 
relativo de menos de 5% incluso con mallas muy groseras. 
 
 
Figura 10.20  Placa de 128 elementos con bordes simplemente apoyados 
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Figura 10.21 Bordes simplemente apoyados, desplazamientos verticales 
 
 
Figura 10.22 Bordes simplemente apoyados, Momento X 
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Figura 10.23 Bordes simplemente apoyados, Momento Y 
 




Valor calculado Valor teórico Error relativo 
4 -1.119e-3 m -3.911e-4 m 71,39 %  
8 -2.252e-4 m -3.911e-4 m 42,42 % 
32 -3.682e-4 m -3.911e-4 m 5,86 % 
128 -3.856e-4 m -3.911e-4 m 1,41 % 
512 -3.900e-4 m -3.911e-4 m 0,28 % 
2048 -3.908e-4 m -3.911e-4 m 0,08 % 
 




Valor calculado Valor teórico Error relativo 
4 -21.032 Nm -9.578 Nm 119,59 % 
8 -9.176 Nm -9.578 Nm 4,20 % 
32 -9.980 Nm -9.578 Nm 4,20 % 
128 -9.668 Nm -9.578 Nm 0,94 % 
512 -9.599 Nm -9.578 Nm 0,22 % 
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2048 -9.583  Nm -9.578 Nm 0,05 % 
 
Tabla 10.9 Error relativo del Momento Y en el centro según el número de elementos 
Número de 
elementos 
Valor calculado Valor teórico Error relativo 
4 -21.032 Nm -9.578 Nm 119,59 % 
8 -9.176 Nm -9.578 Nm 4,20 % 
32 -9.980 Nm -9.578 Nm 4,20 % 
128 -9.668 Nm -9.578 Nm 0,94 % 
512 -9.599 Nm -9.578 Nm 0,22 % 
2048 -9.583  Nm -9.578 Nm 0,05 % 
 
 
Figura 10.24 Bordes simplemente apoyados, error Relativo de los resultados en el 


























Número de elementos 
Error relativo, placa de bordes simplemente apoyados 
Desplazamiento
Momento X,Y
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11. RESUMEN Y CONCLUSIONES 
11.1. RESUMEN 
El propósito de esta tesina era el de desarrollar un programa con interfaz gráfica 
de usuario que calculase placas planas usando el Método de los Elementos Finitos o 
MEF. Se ha introducido la teoría básica del MEF y el procedimiento de cálculo de 
estructuras mediante este método, específicamente para placas. 
Se ha estudiado el elemento finito escogido para la realización del programa, el 
elemento DKT. Se ha estudiado su formulación inicial y la aproximación que Batoz 
[12] llevó a cabo para obtener una formulación explícita de este elemento finito. 
Se ha determinado luego de forma precisa el algoritmo usado para la resolución 
de los problemas y que se ha codificado en Matlab®. Esto es, el orden sistemático que 
se sigue en el programa para resolver cualquiera de las placas según el MEF. 
En referencia al programa en sí, se han determinado sus 3 partes básicas: 
mallador, interfaz y módulo de cálculo, explicando de forma esquemática pero precisa 
el funcionamiento de cada una de las partes y la estructura y conexión entre ellas. Se 
recomienda de nuevo al lector, consultar el código fuente para obtener explicaciones 
precisas de cada una de las partes y de su implementación en el programa: funciones, 
propiedades, métodos, variables, etc. 
Finalmente, para validar tanto el elemento finito usado DKT como la correcta 
implementación de todas las partes en el programa y su correcto funcionamiento, se ha 
sometido al programa a una serie de tests que se han resuelto de forma satisfactoria. 
Aunque en algunos casos el error en los resultados es considerable, se ha comprobado 
también que la solución converge cuando se crea una malla más fina con un número 
mayor de elementos, obteniendo errores por debajo del 1% con mallas suficientemente 
finas. 
11.2. CONCLUSIONES 
Se ha creado un programa totalmente funcional con interfaz gráfica de usuario 
que calcula placas planas con cargas puntuales o repartidas y con posibilidad de tener 
agujeros. El programa se ha ideado bajo una licencia de código libre, lo que implica que 
está disponible para todo aquél que lo necesite sin restricciones. El usuario puede leer, 
modificar, adaptar o ampliar todo aquello que considere. Esto permite que el desarrollo 
no termine donde termina esta tesina, sino que sienta las bases para iteraciones 
posteriores que puedan mejorarlo en varios aspectos. 
La filosofía con la que ha estado concebido el programa lo hace idóneo para su 
aplicación docente en las aulas de métodos numéricos en ingeniería, dado que los 
estudiantes pueden observar de forma transparente el funcionamiento del mismo y 
efectuar cambios. De la misma manera, resulta una herramienta atractiva para todo 
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aquél que realice investigación y necesite un programa menos rígido y hermético que 
las soluciones comerciales más populares. El paradigma de programación orientada a 
objetos aplicado en el desarrollo permite la introducción de cambios sin realizar apenas 
cambios externos. 
Como se ha comprobado, los resultados mostrados por el programa son 
completamente convergentes y de precisión considerable, tanto para los 
desplazamientos y giros como a las aproximaciones posteriores de los momentos. El 
error de los resultados ha demostrado ser inferior al 5% para mallas de placas cuadradas 
de 128 elementos o mayores. Aún así, los resultados Evidentemente, la precisión del 
programa será o no suficiente dependiendo de la situación. Queda a elección del lector 
decidir sobre este aspecto, así como realizar más test por su cuenta. 
En conclusión, se puede determinar que los objetivos de la tesina han sido 
cumplidos correctamente, consiguiendo un programa robusto, eficaz, preciso, con una 
buena usabilidad y completamente transparente y adaptable.  
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12. DESARROLLO FUTURO 
 En esta tesina se ha mostrado una primera aproximación al uso de Matlab® 
como herramienta para el desarrollo de software con interfaz gráfica para el cálculo de 
placas mediante el MEF. Aún es posible extender y mejorar, sin embargo, el programa 
creado en varias direcciones. 
Existe la posibilidad que se pueda modificar ligeramente el programa en ciertos 
puntos para conseguir reducir el coste de ejecución del mismo, tanto en términos de 
tiempo como espacio. Aunque durante su desarrollo se ha intentado codificar 
adecuadamente los distintos módulos de la forma más eficiente posible, no se ha llevado 
a cabo un estudio exhaustivo en esta dirección. La complejidad computacional puede 
verse reducida, especialmente en el dibujo de los elementos sobre el lienzo (nodos y 
líneas) que es el aspecto que más tiempo tarda en la ejecución del programa. Si se crea 
una malla de miles de elementos, el programa tarda varios minutos en representarlo. 
Se recomienda analizar más profundamente el elemento usado DKT, 
exponiéndolo a un mayor número de tests de naturaleza variada y comprobar su 
comportamiento. Sería también de gran interés añadir otros Elementos Finitos al 
programa y compararlos entre ellos. Dada la modularidad total con la que se ha escrito 
el programa, gracias al paradigma de programación orientado a objetos, es posible 
añadir nuevos elementos finitos o modificar la clase DKTElem.m del elemento DKT, 
sin realizar apenas cambios en el resto del código. 
Finalmente, se podría mejorar la interfaz, tanto en el preproceso como en el post 
proceso. Esto es, facilitar y hacer más intuitiva la entrada de datos, dotar de una mayor 
flexibilidad al programa y mostrar los resultados de mejores formas. Se puede también 
dotar al programa de nuevas funcionalidades, como extender las condiciones de 
contorno que se muestran actualmente a todas las condiciones de contorno posibles 
(desplazamientos y giros impuestos). 
En cualquier caso, en el desarrollo del programa siempre se ha tenido muy en 
cuenta su posible extensión y modificación futura, así que se ha intentado en gran 
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14. ANEJO – MANUAL DE USO DE 
CalculoPlacasMEF 
 
14.1. ELEMENTOS DE LA INTERFAZ GRÁFICA DE USUARIO 
 
Figura 14.1 Aspecto general de la interfaz gráfica de usuario 
14.1.1. Panel superior: Barra de menú 
La barra superior del programa está compuesta por dos botones: Archivo y 
Ayuda, como es habitual en la mayoría de programas. Ofrecen control sobre la 
ejecución del programa (Nuevo / Salir) y ayuda al usuario, así como información sobre 
el propio programa. 
14.1.2.  Panel superior: Barra de herramientas 
La barra de herramientas del programa dispone de una serie de botones que 
permiten efectuar cambios sobre el dibujo en pantalla. Los 3 botones iniciales son 
Crear, Modificar y Borrar y permiten realizar estas acciones sobre los elementos del 
dibujo, dependiendo de cuál esté activado en cada momento. Los elementos son: 
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7) Nodo: los puntos o nodos del dibujo. Se crean directamente haciendo clic sobre 
el lienzo 
8) Línea de contorno: son las líneas que actúan como líneas de contorno o agujeros 
en la placa. Se crean haciendo clic primero sobre un nodo y luego sobre otro 
9) Carga puntual: aplica cargas puntuales y momentos sobre cualquier punto de la 
placa. Se crean haciendo clic sobre un nodo. 
10) Línea de área de carga repartida: son las líneas que actúan como líneas que 
encierran un área donde se dispone una carga repartida. 
11) Cargar área: carga un área delimitada por las líneas de área de carga. Para cargar 
un área, hay que hacer clic sobre una de las líneas que conforman el contorno del 
área. 
12) Condiciones de contorno: Condiciones de contorno sobre los nodos de la malla. 
Haciendo clic en cualquier punto del dibujo puede seleccionarse un rectángulo y 
determinar las condiciones de contorno de la zona seleccionada. Si el botón 
modificar está activo, pueden modificarse las condiciones de contorno de los 
nodos haciendo clic sobre ellos 
Los 3 últimos botones permiten acercar o alejar la vista del dibujo o moverlo 
según sea conveniente. 
 
 
Figura 14.2 Barra de herramientas de la interfaz 
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Figura 14.3 Ejemplo de dibujo de una placa rectangular con una carga vertical 
repartida y un momento puntual 
14.1.3. Panel lateral: Vista 
El panel vista permite activar o desactivar la edición así como controlar la 
visualización de los objetos. Permite activar o desactivar la rejilla auxiliar, centrar el 
dibujo o controlar el eje de visión tridimensional de la representación. Cuando se han 
calculado los resultados, con el botón 3D Color se pueden observar los resultados de 
forma tridimensional con mapeado de color. Se puede cambiar la perspectiva para 
verlos desde cualquier punto. El botón plano XY devuelve la vista al dibujo 
esquemático y presenta los resultados de forma numérica. 
 
 
Figura 14.4 Panel lateral Vista 
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Figura 14.5 Presentación numérica de resultados 
 
 
Figura 14.6 Presentación tridimensional de resultados 
 
14.1.4. Panel  lateral: Introducir Cálculos 
El panel Introducir Cálculos lleva a cabo toda la interacción con el módulo de 
cálculo (mediante la clase principal del módulo de cálculo, MainCalculo). Mediante los 
botones Contorno, Material, Cargas Puntuales y Cargas Uniformes se envía la 
información actual de la interfaz a MainCalculo. Es necesario, al menos, crear el 
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contorno de la placa y determinar las propiedades del material para crear la malla sobre 
el elemento. Una vez creada la malla, el botón Condiciones de Contorno envía el estado 
actual de las condiciones de contorno a MainCalculo. Finalmente, el botón Calcular 
Desplazamientos calcula los desplazamientos del sistema y devuelve los resultados a la 
interfaz. 
El botón Reset, en la parte superior del panel, elimina todos los datos y reinicia 
la placa, para empezar de nuevo. 
 
 
Figura 14.7 Panel lateral Introducir Cálculos 
 
14.1.5. Panel lateral: Mostrar 
El panel Mostrar controla la visualización de resultados una vez hallada la 
solución del sistema. En él se puede escoger si se desea mostrar el número sobre los 
nodos, la flecha, el giro en el eje X o el giro en el eje Y, así como los momentos X o Y 
o el momento torsor XY. El botón Desplazamiento de Punto permite obtener los 
desplazamientos y tensiones en un punto cualquiera de la placa, introduciendo sus 
coordenadas. 
Los resultados de los momentos son discontinuos entre elementos por 
naturaleza, lo cual genera una presentación de resultados incómoda. Con el botón alisar 
momentos se calcula el valor medio de los resultados de los momentos en cada uno de 
los nodos y se redibujan los resultados para presentar una superficie suave. En la Figura 
9.10 y Figura 9.11 puede verse un ejemplo de presentación de resultados, con y sin 
alisado. 
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Figura 14.8 Panel lateral Mostrar 
 
 
Figura 14.9 Ejemplo de muestra de resultados: Momento X sin alisar 
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Figura 14.10 Ejemplo de muestra de resultados: Momento X alisado 
 
14.2. USO DEL PROGRAMA 
14.2.1. Creación de un nodo 
El primer paso es crear nodos sobre el espacio blanco. Para crearlos, se debe 
seleccionar el botón Crear de la barra de herramientas así como el botón Nodo, y luego 
pulsar en un punto cualquiera del gráfico. 
14.2.2. Creación del contorno de la placa 
Para crear el contorno de la placa o los agujeros internos de la misma, se debe 
seleccionar el botón Crear y también el botón Línea de Contorno. Luego se unen dos 
nodos creados previamente y la línea de contorno queda dibujada. Una vez acabado el 
contorno hay que hacer clic en el botón Contorno, del panel lateral Introducir Cálculos. 
De esta manera, se trasladan los datos de los contornos al programa de cálculo. 
14.2.3. Creación de una carga puntual. 
Para crear una carga puntual, se debe seleccionar el botón Crear y el botón Carga 
Puntual de la barra de herramientas. Luego se hace clic sobre un nodo creado 
previamente para asignar una carga puntual en ese punto. Una vez creadas todas las 
cargas puntuales requeridas, hay que hacer clic en el botón Cargas Puntuales, del panel 
lateral Introducir Cálculos. De esta manera, se trasladan los datos de las cargas 
puntuales al programa de cálculo. 
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14.2.4. Creación de una carga repartida 
Una carga repartida se crea en dos partes. Primeramente, de la misma forma 
como se crea el contorno, hay que seleccionar los botones Crear y Linea de área de 
carga de la barra de herramientas y dibujar las líneas que encierran el área donde quiere 
aplicarse una carga repartida. Una vez se haya creado el área entera, hay que seleccionar 
los botones Crear y Cargar área y pulsar sobre una de las líneas que conforman el área. 
Después de asignar el valor de la carga, el área cambiará de color y aparecerá el valor de 
la carga en el centro de la misma. Una vez creadas todas las cargas puntuales 
requeridas, hay que hacer clic en el botón Cargas Uniformes, del panel lateral Introducir 
Cálculos. De esta manera, se trasladan los datos de las cargas puntuales al programa de 
cálculo. 
14.2.5. Modificación o eliminación de un elemento 
Para modificar o eliminar cualquiera de los elementos, basta con seleccionar el 
botón Modificar o el botón Eliminar de la barra de herramientas, y seleccionar también 
el tipo de elemento sobre el que se quiere actuar. Por ejemplo, para eliminar una línea 
de contorno hay que seleccionar los botones Eliminar y Línea de Contorno de la barra 
de herramientas, y a continuación pulsar sobre una de las líneas de Contorno, que se 
eliminará. 
14.2.6. Determinación de las propiedades del material 
Para determinar las propiedades del material de la placa, hay que pulsar el botón 
Material del panel lateral Introducir Cálculos. Una vez introducidos los datos, estos son 
enviados al programa de cálculo. 
14.2.7. Reiniciar la placa 
Para reiniciar la placa y empezar de nuevo, hay que hacer clic en el botón Reset 
del botón lateral Introducir Cálculos, o bien usar el menú Archivo / Nuevo. 
14.2.8. Crear la malla 
Una vez introducidos los parámetros necesarios en el programa de cálculo 
mediante el panel lateral Introducir Cálculos, se activará el botón Mallar. Hay que 
pulsarlo y determinar el tamaño máximo de los elementos finitos de la malla, así como 
si se desea considerar el peso propio de la placa según su densidad. Esperar durante 
unos segundos y la malla aparecerá en el gráfico. 
14.2.9. Modificar las condiciones de contorno 
Una vez creada la malla, solamente se podrán modificar las condiciones de 
contorno de los nodos. Haciendo clic sobre cualquier punto del lienzo, Si los botones 
Condición de Contorno y Crear están activos, se puede seleccionar una parte del dibujo 
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con el rectángulo de selección que aparecerá. Una vez se haya hecho clic en un segundo 
punto, se puede determinar el tipo de condición de contorno que afectará a todos los 
nodos del interior del rectángulo de selección.  
Para modificar la condición de contorno de un nodo, pulsar el botón Modificar y 
luego hacer clic sobre cualquiera de los nodos para modificar la condición de contorno.  
Finalmente, hay que hacer clic en el botón Condiciones de Contorno del panel 
lateral Introducir Cálculos para introducir los datos de las condiciones de contorno en el 
programa de cálculo. 
14.2.10. Obtención de los desplazamientos 
Una vez se haya obtenido la malla y asignado las condiciones de contorno 
pertinentes, se activará el botón Calcular Desplazamientos del panel lateral Introducir 
Cálculos. Al hacer clic se calcularán los desplazamientos de la placa. 
Una vez calculados, usando las diferentes opciones de visualización del panel 
lateral inferior Mostrar se dibujarán los distintos desplazamientos sobre cada nodo en el 
gráfico. También se puede activar la visualización 3D con el botón del panel Vista, 3D 
Color. 
En el panel mostrar se puede determinar qué resultados muestra la interfaz, 
cualquiera de los desplazamientos o cualquiera de los nodos. Se pueden también alisar 
los momentos, lo cual suavizará la superficie de los momentos, que no son continuos 
por naturaleza entre elementos. 
14.2.11. Obtención de los desplazamientos y momentos de un punto cualquiera 
Para obtener información sobre un punto cualquiera de la placa, hay que hacer 
clic en el botón Desplazamientos Punto del panel lateral inferior Mostrar. Luego hay 
que introducir las coordenadas correspondientes del punto y se mostrará el resultado 
aproximado de los desplazamientos y momentos del punto. 
14.2.12. Visualización de todos los datos de importancia del programa 
En la ejecución del programa, se crea una variable visible en Matlab® llamada 
calculo. En ella están todos los datos del programa: información de cada nodo y 
elemento, datos geométricos de la placa y cargas, matrices de rigidez, variables 
intermedias de interés, etc. Puede consultarse en cualquier momento. 
14.2.13. Control de visualización 
Los últimos 3 botones de la barra de herramientas sirven para ampliar, reducir y 
mover el dibujo del gráfico. Los botones del botón lateral Vista permiten activar o 
desactivar la rejilla, cambiar el punto de vista de la visualización y centrar el objeto en 
el gráfico.  
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15. ANEJO – LICENCIA Y CÓDIGO FUENTE 
El usuario del programa es libre de usar, redistribuir, adaptar, extender o 
modificar el software sin ninguna restricción. Se requiere, eso sí, dar reconocimiento al 
autor del mismo y conservar la licencia en iteraciones posteriores del programa o sus 
partes. 
El código fuente y los archivos necesarios para la ejecución del programa se 
encuentran junto a la tesina, y pueden descargarse, asimismo, de: 
https://github.com/jmorato/CalculoPlacasMEF 
 
 
